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基于神经网络的线性稳定性分析方法

张二帅，刘建新*，黄章峰
(天津大学 机械工程学院，天津　300072)

摘　要：在实现 eN 方法时，需要搜索流场中的不稳定波，并大量求解当地边界层的稳定性问题，因此为高效求解当地边

界层的不稳定波参数，提出了一种基于神经网络的线性稳定性分析方法（neural network-based linear stability analysis, NN-

LSA）。采用卷积神经网络给出最不稳定波频率 ω、展向波数 β、流向波数 αr 和增长率 σmax 的初值对，再通过迭代法计

算失稳扰动波的实际空间失稳波数和增长率。使用平板数据集训练神经网络模型，并利用平板和尖锥算例对 NN-

LSA方法的准确性和计算效率进行验证。结果表明：神经网络部分对不稳定波参数的预测结果与线性稳定性理论的计

算结果吻合较好；LSA部分可根据神经网络提供的预测值，通过迭代法找到最不稳定波；NN-LSA方法的求解效率较

高，求解时间比全局搜索方法约低 20～50倍，大大减小了人为因素在计算过程中的影响。本文提出的 NN-LSA方法可

以实现自动分析边界层流动的线性稳定性，具有一定的应用潜力。
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Linear stability analysis based on neural network

ZHANG Ershuai，LIU Jianxin*，HUANG Zhangfeng
(School of Mechanical Engineering, Tianjin University, Tianjin　300072, China)

ω β αr σmax

Abstract: The eN method, which has been widely used for predicting boundary-layer transition, necessitates
a meticulous search for unstable modes by solving a large number of local boundary-layer stability problems, a
process  that  can  be  very  time-consuming.  This  paper  proposes  a  novel  neural  network-based  linear  stability
analysis  (NN-LSA)  method,  that  leverages  convolutional  neural  networks  to  generate  an  initial  guess  of  the
frequency ( ), spanwise and streamwise wave numbers (  and  ), and growth rate ( ) of the most unstable
mode. Subsequently,  the actual  values are iteratively calculated based on this initial  guess.  The neural  network
model  is  trained  using  a  flat  plate  dataset  and  the  accuracy  and  computational  efficiency  of  NN-LSA  are
validated by both flat plate and sharp cone test cases. The results demonstrate that the unstable wave parameters
of  NN  are  good  agreement  with  linear  stability  theory.  The  LSA  component,  based  on  the  predicted  values
provided by NN, can iteratively caculate the most unstable waves. Moreover, the computational time of the NN-
LSA  method  is  approximately  20  to  50  times  lower  than  global  search  method,  significantly  improving
computational  efficiency and reducing the influence of  human factors  in the calculation process.  The proposed
NN-LSA method enables automated analysis of the linear stability of boundary layer flows and shows promising
potential for practical applications.

Keywords: NN-LSA；convolutional neural network；eN method；transition prediction
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0    引　言

近年来，边界层的层流-湍流转捩问题得到越来

越多的关注 [1]。边界层转捩对飞行器表面的气动力、

热流交换等都有重要的影响，因此对其准确预测是飞

行器设计工程实践中需要考虑的重要问题之一[2]，有

助于实现飞行器的飞行控制、热防护系统精细设计等

目的。

目前用于边界层转捩预测的方法主要有 3类。

（1）转捩准则法 [3-4]。其原理是基于真实飞行和风洞

实验数据建立转捩判据，再基于转捩判据预测转捩。

对于不可压缩边界层，可以定义转捩雷诺数作为转捩

判据，且目前实验较多，建立转捩判据比较容易；但

对于可压缩边界层，特别是高速边界层，转捩受更多

的因素制约，如马赫数、来流温度和壁面温度等，且

实验成本高、不易实现，因此建立较为通用的转捩判

据比较困难。（2）转捩模式法 [5]。它是一种基于雷诺

平均的纳维 -斯托克斯   （ Reynolds-averaged  Navier-
Stokes, RANS）方程的模化方法。通过构造间歇因子

或其他参数的输运方程，并与现有成熟的湍流模型耦

合求解，实现对转捩的预测[6]。转捩模式包含非普适

参数，限于对转捩机理的认识和实验的匮乏，非普适

参数难以标定，为转捩预测带来不确定性。（3）eN 方

法。这是一种半理论半经验的方法，理论基础是线性

稳定性理论（linear stability theory, LST） [7]。通过求解

边界层的线性稳定性方程获得扰动增长率并对其进

行积分，得到表征扰动幅值放大倍数的 N 值（又称放

大因子），并基于临界的 Ntr 来判断转捩位置，其中

Ntr 可通过大量实验标定。相比于转捩准则法和转捩

模式法，eN 方法的理论基础较为严谨，且与转捩的物

理过程联系紧密，被认为是当前理论依据最充分的转

捩预测方法。鉴于 eN 方法预测转捩的优势，现已广

泛应用于工程转捩预测。国内外的研究单位、学者基

于 eN 方法开发了多款转捩预测软件，其中典型的有

美国航空航天局 Malik等开发的 eMalik[8]、Chang开
发的 LASTRAC[9]、中国空气动力研究与发展中心联

合天津大学开发的 HyTEN软件[10]、天津大学黄章峰

开发的 FIT软件[11-12] 等。

基于 eN 方法开展转捩预测需要进行大量的线性

稳定性计算，即通过求解线性稳定性方程得到扰动的

增长率。但增长率的求解对应于求解一个大型稀疏

矩阵特征值问题，这需要消耗较多的时间和空间资

源。因此，为提高转捩预测的效率和鲁棒性，同时保

证预测精度，有学者提出包络线法[13-14] 和 eN 数据库

法 [15-16]。这些方法通过数据拟合的方式将扰动 N 值

的包络线或扰动的增长率表示为少量参数（如边界层

形状因子、雷诺数等）的函数，优点是简单、快速，根

据当地边界层的参数特征就可以进行转捩预测，不需

要给出边界层剖面信息。对于低速边界层，这些方法

都取得了较好的结果，但对于高速边界层，由于流动

稳定性更加复杂，影响流动稳定性的因素更多（如来

流马赫数、壁面温度等），此时，这些方法的适用性会

大大受限[17]。

7◦

近年来，随着人工智能技术的发展以及转捩相关

数据的积累，机器学习方法在转捩预测方面的应用越

来越广泛[18]。基于代理模型的 eN 简化方法是其中一

种常见的应用，该方法采用代理模型代替求解线性稳

定性方程，进而简化扰动增长率的计算。Fuller等 [19]

首次在线性稳定性分析过程中引入神经网络，利用全

连接神经网络  （fully connected neural network, FCNN）
预测低速剪切流中扰动的增长率。Crouch等[20] 使用

FCNN来预测不可压缩后掠翼边界层中的 T-S波和

横流驻波的增长率，采用边界层内 6个等距位置的速

度一阶导数代替积分量（如形状因子、动量厚度）作

为神经网络输入的一部分，这种做法有助于神经网络

更好地捕捉基本流和扰动增长率之间隐含的物理关

系。Rajnarayan和 Sturdza[21] 使用不同来流条件下的

多个典型翼型边界层的线性稳定性数据训练 Kriging
模型，将基于代理模型的 eN 方法成功地拓展到跨声

速后掠翼边界层的转捩预测中。Pinna等 [22] 使用径

向基函数（radial basis function, RBF）建立稳定性分析

的代理模型，该模型在尖锥边界层的转捩预测中得到

了成功应用，但转捩预测局限于马赫数 6的流动情

况。 Zafar等 [23] 基于卷积神经网络 （ convolutional
neural  network,  CNN）建立代理模型，不同于 Crouch
等将基本流剖面直接作为 FCNN输入，采用 CNN自

动提取基本流剖面的特征信息，模型最终准确预测了

不可压二维翼型绕流的扰动放大因子以及转捩位

置。特别地，该工作发现 CNN提取的特征量与边界

层形状因子之间存在一一对应关系。Paredes等 [17]

将 CNN用于可压缩 半角钝锥边界层的转捩预测，

对转捩位置的预测与线性稳定性计算结果吻合较

好。聂晗等[24] 基于 RBF建立的代理模型准确预测了

马赫数 0～6平板边界层的扰动增长率，并在误差允

许的范围内，成功预测低速和跨声速自然层流

（natural laminar flow, NLF）机翼的转捩位置，并进一

步将代理模型应用于具有非自相似性边界层的钝锥

流动稳定性分析中[25]。
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上述研究反映了通过机器学习技术建立代理模

型简化 eN 方法在求解线性稳定性问题中的可行性，

但存在以下局限性：（1）转捩预测依赖于积分扰动增

长率得到的 值曲线，因此，准确预测转捩要求代理

模型对扰动增长率有较高的预测精度，这种要求可能

会导致代理模型复杂度增加、模型训练难度增大等问

题；（2）需要预先准备大量的训练样本，这会耗费大

量时间[26]。正因如此，有学者尝试将线性稳定性问题

的物理模型引入到基于代理模型的失稳扰动特征值

计算中。徐家宽等[26] 尝试采用内嵌物理信息神经网

络（physics-informed neural network, PINN）辅助线性稳

定性分析，但这种尝试是利用 PINN来求解特征函

数，并没有将其直接用于线性稳定性方程的特征值求

解中。聂晗等 [27] 采用另外一种思路：基于 RBF构造

初值代理模型，再由代理模型提供给定频率、展向波

数对应的扰动增长率初值，即迭代求解线性稳定性方

程的初值，之后结合初值、基本流等其他条件求解扰

动增长率。这种思路在 eN 方法预测转捩时的线性稳

定性方程求解中存在一定局限性：基于 eN 方法对飞

行器外流场进行转捩预测需要对给定的边界层进行

线性稳定性分析，但无法事先确定待计算的失稳扰动

频率和展向波数。现有的代理模型方法可以给出迭

代求解线性稳定方程特征值问题所需的初值，但频率

和展向波数依然要依赖经验选取，或者在一定的频

率-展向波数空间随机采样，但这种做法效率较低。

为解决频率和展向波数选取困难的问题，本文提

出了一种基于神经网络的线性稳定性分析方法

（neural network-based linear stability analysis, NN-LSA），
采用神经网络提供频率、展向波数、流向波数和增长

率的初值对，再通过迭代法求解相应真实值。一方

面，对边界层进行线性稳定性分析无需事先给定频率

和展向波数，提高了分析效率。另一方面，神经网络

给出的初值与真实值差别较小，线性稳定性计算便可

快速收敛，降低了对神经网络预测精度的要求，同时

也减少了对样本数量的需求。 

1    方　法
 

1.1    LST
LST是求解边界层线性稳定性特征的基本算法，

基本逻辑是将边界层的稳定性问题利用平行性假设

将其简化为一个常微分方程特征值问题并求解，并最

终给出给定频率扰动的稳定性信息。其基本推导过

程如下：

采用贴体正交曲线坐标系，如图 1所示，其中 x1、

h1 = 1+ k1x2 h2 = 1 h3 = 1+ k3x2 k1、k3

x2、x3 分别表示势流方向、壁面法向以及垂直势流方

向的坐标。 x1、 x2、 x3 方向对应的拉梅系数分别为

、 、 ，其中 分别表

示 x1 和 x3 方向的曲率，并将瞬时流场物理量分解为

基本流和扰动量，即：

q = q0+q′ (1)

q =
[
ρ,u,v,w,T

]T
0 ′

q

式中： ，分量分别表示密度、速度分量

以及温度；下标“ ”表示基本流，上标“ ”表示扰

动量。瞬时物理量和基本流均满足 N-S方程，将瞬时

物理量 代入可压缩 N-S方程，并减去基本流满足的

方程，便可得到扰动满足的控制方程。基于小幅值扰

动的假设，扰动之间的非线性作用可以忽略；基于局

部平行流假设，基本流的法向速度和流向的导数可以

忽略。此时，将扰动量写成行进波的形式：

q′(x1, x2, x3, t) = q̂(x2)ei(αx1+βx3−ωt)+ c.c. (2)

q̂(x2) α、 β

ω c.c.
其中， 表示扰动形函数， 分别为流向和展向

波数， t 为时间， 为频率， 表示共轭复数。将式

（2）代入线化的扰动控制方程，便可得到线性稳定性

方程，写成矩阵形式为：(
A

d2

dx22 +B
d

dx2
+C

)
q̂ = 0 (3)

ω β α其中，A、B、C是 5×5的矩阵，矩阵元素是 、 、 以及

基本流的函数，其具体形式可参考文献 [28]。
方程（3）的边界条件为：

x2 = 0 : û = v̂ = ŵ = T̂ = 0 (4)

x2→∞ : ρ̂ = û = v̂ = ŵ = T̂ = 0 (5)

α = α(ω, β)

ω

齐次方程（3）和齐次边界条件（4、5）构成特征值

问题，该问题描述扰动波色散关系 。考虑

空间模式，即扰动是沿空间增长或衰减的，此时 是

 

x
2

x
1

x
3

图 1    贴体正交曲线坐标系

Fig. 1    Body fitted orthogonal curvilinear coordinate system
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α β

β ω

ω、β α α =
αr+ iαi， σ = −αi

实数， 和 都有可能是复数。在本文关心的边界层流

动是二维的条件下，扰动的展向波数 和频率 均是

实数。此时，给定实数 ，可求解复数 ，记

表示扰动的流向增长率。

利用五点四阶中心差分格式对式（3）中关于 y 的

一阶、二阶导数项离散，之后可采用 QZ方法[29] 或迭

代法 [30-31] 求解离散后的方程，但在给定迭代初值的

情况下，通常选用迭代法求解。 

1.2   NN-LSA

σ > 0

αr, αi

ω β

通过迭代法求解线性稳定性方程，需给定迭代初

值。对于基本流、扰动频率及展向波数已知的情况，

选取迭代初值常用的方法主要有两种。第一种是先

使用 QR或 QZ方法直接求解全部的特征值，以其中

的不稳定波特征值 （ ）作为求解其他频率和展向

波数不稳定波的迭代初值，具体操作是对频率和波数

做微小改变，再使用迭代法计算参数对应的目标特征

值。这种方法的问题在于直接求解本身计算量大且

计算效率低。虽然 Chang等[32] 建议先直接求解相对

简单的无黏稳定性方程获得失稳扰动特征值，再以此

为初值，代入黏性稳定性方程迭代求解不稳定波，但

该做法的效率依然很低。另一种方法是在复平面

（ ）随机选取多个迭代初值，并结合基本流、扰动

频率及展向波数，分别代入线性稳定性方程求解不稳

定波。此时，大部分迭代初值会使得迭代过程发散或

迭代到非目标特征值，只有少部分可以收敛到目标特

征值，所以该方法计算量仍然较大，效率较低。此外，

上述两种方法均需要提前给定合适的 和 ，这对使

用者的流动稳定性知识储备提出了一定的要求。使

用者需要结合边界层分布的特征以及稳定性的基础

知识，对失稳扰动的频率和展向波数事先做出猜测，

如果无法对其做出有效猜测，则需要在一个较大的频

率-展向波数参数空间中逐点做迭代法试算，并借此

找到合适的目标特征值，但这种做法会消耗大量的计

算时间。

ω、β

ω, β, αr, σmax

ω, β

为解决 选取困难的问题，通过神经网络 [33]

给出最不稳定波参数  （ ）的预测值。进

一步地，结合预测值和基本流，利用迭代法获得相应

真值，然后通过改变（ ）来获取最不稳定波。该方

法称为 NN-LSA，其示意图如图 2所示。基于该方法

求解不稳定波，只需给定基本流，神经网络会给出相

应的最不稳定波参数，从而实现线性稳定性计算的自

动进行。获取最不稳定波参数后，以其为初值，来求

解其他频率、展向波数的不稳定波。

在 NN-LSA方法的神经网络部分，将基本流设置

ω, β, αr, σmax

为输入，而将频率、展向波数、最不稳定扰动的流向

波数及增长率设置为输出，可以有效减轻后续迭代求

解失稳扰动部分中获取初值的负担。同时，使用神经

网络直接给出迭代法所需的频率、展向波数、流向波

数、增长率迭代初值对（ ），使得该方法可

以很方便地应用于 eN 方法的并行求解技术中，分区

域或者分进程同时高效地计算多个不稳定性分析问

题，从而有效提高后续转捩预测的效率。

该方法的线性稳定性分析部分，优先求解最不稳

定波是出于以下考虑：基于迭代法求解最不稳定波比

求解其他频率、展向波数的不稳定波，特别是近似中

性波的过程更容易收敛到目标特征值；基于最不稳定

波逐渐向中性曲线上下支过渡来求解其他不稳定波

的过程容易实现。而中性曲线上下支附近的近似中

性波由于其色散关系与边界层外的声波、熵波、涡波

等扰动的色散关系较为接近，如果直接选取近中性扰

动波作为迭代初值，则容易收敛到非目标特征值或导

致迭代过程发散。

1.3  FCNN 和 CNN

x
y z

NN-LSA模型的神经网络部分采用 CNN。FCNN
是一种简单的神经网络，由输入层、若干隐藏层和输

出层组成。以包含一层隐藏层的 FCNN为例（图 3）来
说明输入、输出之间的映射关系。假设输入向量为 ，

输出向量为 ，隐藏层对应的中间结果为向量 。其映

射关系可以表示为：

z = g
[
W1x+ b1

]
y =W2 z+ b2 (6)

W1、W2 b1、b2其中： 为权重矩阵， 为偏置向量，g 为

激活函数。随着隐藏层包含的神经元个数增多，神经

网络表示的函数关系会越来越复杂；当隐藏层包含的

神经元个数足够多时，FCNN可以以任意的精度近似

任意一个连续函数[34]。

 

NN

LSA

神经网络

迭代初值对

迭代法

改变 ω, β

不稳定波

最不稳定波

基本流
(ω, β ,αr, σmax)

图 2    NN-LSA 示意图

Fig. 2    Schematic diagram of NN-LSA
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在 FCNN中，后一层的每个神经元都和前一层的

所有神经元相连，因此，当每层的神经元个数很多

时，权重矩阵和偏置向量的可学习参数会非常多，这

会使得神经网络的训练效率降低。相比之下，

CNN采用一系列卷积层和池化层，卷积层示意图如

图 4所示，其中后一层每一个神经元只和前一层中的

部分神经元相连，形成局部连接网络，使得卷积层和

前一层之间的连接数大大减少，这意味着可学习参数

也相应减少。进一步，不同神经元对应的局部连接网

络的可学习参数是相同的，即图 4中同颜色连线上的

参数。池化层对输入进行下采样，降低输入维度，从

而减少可学习参数的数量。卷积层的局部连接、参数

共享的属性以及池化层针对输入量的下采样操作，使

得 CNN相比于 FCNN具有更高的训练效率[35]。

 
 

权重

前一层

w
1

w
2

w
3

图 4    卷积层示意图

Fig. 4    Schematic diagram of convolutional layer
 

除此之外，CNN可以通过卷积层和池化层来提

取有序数据的特征信息，被广泛应用于计算机视觉、

自然语言处理等领域 [36]。基本流剖面可看作是一种

有序数组，因此，有学者将 CNN用于处理流场数据，

在流场预测方面得到了成功应用 [37-38]。本文采用的

神经网络结构如图 5所示。该网络通过卷积层和池

化层提取基本流剖面的特征信息，并将提取的特征量

和流动参数通过全连接层非线性地映射为相应的最

不稳定波参数。
 
 

基本流剖面
(ρ0, μ0, T0)

卷积层

ωe

βe

αr, e

σmax, e

Reδ

池化层

...

...

...

...

......

... ...

Mae

图 5    本文神经网络结构图

Fig. 5    Schematic architecture of the neural network in this paper
 

ρ0 u0

T0

δ

Reδ = ρeueδ/µe

ωe = ωδ/ue βe = βδ αr,e = αrδ

σmax,e = σmaxδ e

σmax =max
ω,β

[
σ (ω,β)

]

基本流剖面包括密度剖面 、速度剖面 和温度

剖面 ，各剖面采用边界层内 61个等间距位置的密

度、速度和温度来分别表示。输入剖面使用边界层外

缘相应物理量进行归一化，长度使用边界层名义厚度

归一化。流动参数包括边界层外缘马赫数 Mae 和雷

诺数 ，输出的最不稳定波参数包括扰动

频率 、展向波数 、流向波数

和扰动增长率 ，带下标“ ”表示边界

层外缘物理量，其中， 。

Mae < 2.2

对于可压缩边界层流动，当马赫数较小时

（ ），边界层中只存在第一模态，当马赫数增

大时，边界层中会出现高阶模态（如第二模态等）。对

于二维超声速边界层，第一模态的最不稳定扰动是三

维的，而第二模态最不稳定扰动是二维的。从物理机

制上来说，高阶模态扰动主要和无黏方程的无黏拐点

失稳理论有关，而第一模态的情况则较为复杂，通常

认为其下支附近依赖于黏性作用，而上支附近则依赖

于无黏拐点失稳理论。二者虽然都是线性稳定性方

程的解，但其本质是不相同的。而且在大多数情况

下，第一模态和第二模态并不相连，导致基于其中一

个模态的不稳定波参数很难利用迭代法通过改变参

数过渡求解另一个模态的不稳定波。鉴于以上原因，

本文构造两个神经网络分别用于给出第一模态和第

二模态最不稳定波参数。为便于后文区分，用于给定

第一模态最不稳定波参数的神经网络记作 NN1，用

于给定第二模态最不稳定波参数的神经网络记作NN2。
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图 3    包含一层隐藏层的全连接神经网络

Fig. 3    Framework of FCNN with one hidden layer
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2    数据集和神经网络优化
 

2.1   数据集生成

通过对二维可压缩边界层流动进行线性稳定性

分析，即分别通过求解边界层方程和线性稳定性方程

得到用于训练神经网络的样本数据，其中包括基本流

和最不稳定波参数。

对二维可压缩 N-S方程中的各项进行量级分析，

忽略较小量，便可得到边界层方程：

∂ (ρu)
∂x
+
∂ (ρv)
∂y
= 0 (7)

ρu
∂u
∂x
+ρv

∂u
∂y
= ρeue

due

dx
+

∂

∂y

(
µ
∂u
∂y

)
(8)

ρcp

(
u
∂T
∂x
+ v

∂T
∂y

)
+uρeue

due

dx
=

∂

∂y

(
κ
∂T
∂y

)
+µ

(
∂u
∂y

)2

(9)

cp µ κ其中： 表示定压比热容， 、 分别表示动力学黏性

系数和热传导系数，遵从 Sutherland公式。

u = v = 0

T = Tw T ′ = 0， ∂T
/
∂y = 0

u = ue，T = Te

边界条件：壁面处，速度无滑移， ；若为

等温壁，则 ，若为绝热壁，则 ；

无穷远处， 。为求解边界层方程的相似

性解，引入 Illingworth变换：

ξ (x0) =
w x0

0
ρe(x)µe(x)ue(x)dx

η (x,y0) =
ue(x)√
2ξ(x)

w y0

0
ρ(x,y)dy

(10)

流函数定义为：

ψ (x,y) =
√

2ξ (x) f (η(x,y)) (11)

∂ψ
/
∂y = ρu

∂ψ
/
∂x= −ρv u

根据流函数与速度分量的关系 、

，则速度 为：

u = ue f ′(η) (12)

h考虑将总焓 写成以下形式[39]：

h = heQ(η) (13)

Q(η) x表示相似性解，结合 方向动量方程（8）和能量方

程（9）可得用总焓表示的能量方程：

ρu
∂h
∂x
+ρv

∂h
∂y
=

1
Pr

∂

∂y

(
µ
∂h
∂y

)
+

Pr−1
Pr

∂

∂y

µ ∂u2
/

2

∂y

 (14)

Pr Pr = 0.72其中 表示普朗特数，本文 。将式（10）和式

（12、13）代入动量方程（8）和能量方程（14），可得相

似性方程：

(
C f ′′

)′
+ f f ′′+Λ

(
ρe

ρ
− f ′2

)
= 0 (15)

(1+
γ−1

2
Ma2

e)
[( C

Pr
Q′

)′
+ f Q′

]
+

Pr−1
Pr

(γ−1) Ma2
e
(
C f ′ f ′′

)′
= 0 (16)

C =
ρµ

ρeµe
； Λ =

2ξ
ue

due

dξ γ γ =

1.4
ρe

ρ
=

T
Te
=

(
1+

γ−1
2

Ma2
e

)
Q− γ−1

2
Ma2

e f ′2

其中： ； 为比热比；本文中

； 。

方程的边界条件：

η = 0 : f = f ′ = 0, Q = Qw (或Q′ = 0) (17)

η→∞ : f ′ = Q = 1 (18)

ue = (1+ x)m

Ma∞

假定势流速度分布形式满足 ，参数

m 可表征压力梯度的方向和强度：m ＞  0，流场中存

在沿流向的顺压梯度，势流速度增加；m ＜ 0，流场中

存在沿流向的逆压梯度，势流速度减小；特别地，m = 0，
流场中不存在压力梯度，此时，边界层流动对应可压

缩形式的 Blasius解[40]。本文考虑不同飞行工况下的

边界层流动，自由流条件包括飞行高度 H、来流马赫

数 、壁面温度 Tw 和参数 m。各条件参数的分布

范围和工况数如表 1所示。其中，Tad 对应绝热壁面

温度。给定自由流条件后，采用打靶法求解上述相似

性方程，获得相应的基本流。

 
 

表 1    自由流条件及其分布范围

Table 1    Freestream conditions and distribution range

条件参数 下界 上界 工况数

H/km 20 40 3

Ma∞ 2 8 5

Tw/K 300 Tad 6

m –0.01 0.02 4

 

ρ0、u0、T0 Mae、Reδ
ωe、βe、αr,e、σmax,e

针对上述 360个工况下的边界层流动开展流动

稳定性分析（通过天津大学黄章峰开发的转捩预测软

件 FIT[11-12] 完成），得到不同模态对应的最不稳定波，

进而得到用于训练网络模型的数据集，共 48 184个
数据样本。其中，第一模态和第二模态对应的数据样

本量分别为23 679和 24 505。每个样本参数包括基本

流剖面 、流动参数 以及不同模态

对应的最不稳定波参数 。 

2.2   神经网络优化

神经网络优化是指基于优化算法，不断调整神经
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网络的权重参数，使得预测值和真实值之间的误差

（或损失函数）逐渐收敛。本文选用的优化算法为

Adam算法 [41]，选择均方误差  EMS 作为损失函数，其

定义如下：

EMS =
1
n

n∑
j=1

4∑
l=1

(
y j

l,pred− y j
l,truth

)2
(19)

yl

ωe、βe、αre、σmax,e

其中：n 表示样本总数，上标 j 表示第 j 个样本， （l =
1,  2,  3,  4） 分 别 表 示 ， yl,pred 和

yl,truth 分别表示输出参数的预测值和计算真实值。

λ

λ = 0.001

在神经网络中添加激活函数有助于增强网络的

表示能力和学习能力。目前有多种非线性的激活函

数可供选择，例如 sigmoid函数 [42]、线性整流函数 [43]

ReLU(x) = max(0, x)等。相比于 sigmoid函数的两端

饱和，ReLU函数为左饱和函数，在 x ＞  0时导数为

1，这在一定程度上缓解了神经网络优化过程中梯度

消失的问题，从而加速损失函数的收敛。但使用

ReLU函数可能会出现“死亡 ReLU”问题，导致相

应的神经网络权重无法更新。Leaky ReLU函数 [44]

是 ReLU函数的一个变体，在 x ＜ 0时具有很小的梯

度 ，从而避免了“死亡 ReLU”问题的发生。因此，

本文采用 LeakyReLU激活函数来确保神经网络权重

参数的更新，并取 。

Leaky ReLU(x) =
{

x, x > 0
λx, x ⩽ 0 (20)

Mae、Reδ

在神经网络中，除了可学习的权重参数外，超参

数对网络的性能有很大影响。对于本文研究的神经

网络（图 5），超参数主要包括：卷积层层数、每层卷积

层包含的通道数、全连接层层数、每层全连接层包含

的神经元个数。每个卷积层后会有池化层，所以池化

层层数跟卷积层层数相同。分别使用数据集中第一

模态和第二模态的样本训练 NN1和 NN2，根据多次

训练结果，NN1和 NN2最终选定的超参数如表 2所
示，表中 CH 表示卷积层包含的通道数，NL 表示全连

接层包含的神经元个数。可见，NN1和 NN2的第一

层全连接层均有（2+4）个神经元，前 2个神经元对应

流动参数 ，后 4个神经元对应基本流剖面

经卷积层和池化层处理后得到的特征参数。

根据选定的超参数训练 NN1和 NN2，训练过程

中，损失函数随着训练次数的变化如图 6所示。从图

中可看到，NN1和 NN2的损失函数均随训练次数的

增加而逐渐变小，最后收敛到 10–2 以下。本文神经网

络的搭建以及训练均通过 Pytorch[45] 框架完成。由于

依靠 LSA的物理模型可以对不够精确的迭代初值进

行有效修正，不需要保证神经网络模型有更高的收敛

精度，因此将经过 3 000次训练的 NN1和 NN2作为

最终的预测模型。
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图 6    NN1 和 NN2 的训练过程

Fig. 6    Training process of NN1 and NN2
  

3    结果分析与验证

ω, β, αr, αi

选用不同自由流条件下的平板边界层和尖锥边

界层的线性稳定性分析结果作为测试算例，来验证基

于 NN-LSA求解最不稳定波特征值的可行性和高效

性。为此 ，选取的对比标准如下 ：在参数空间

( )中随机选取迭代初值，结合基本流，代入

 

表 2    神经网络超参数

Table 2    Hyperparameters of neural network

NN 网络结构 权重参数

NN1 CH: [3, 4,4] + NL: [2+4, 64, 64, 4] 4 960

NN2 CH:[3, 4, 4] + NL: [2+4, 64, 32, 4] 2 752
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u∗∞
/

L∗ ω

1/L∗ β、αr、σmax ∞

线性稳定性方程求解不稳定波，再根据求解出的不稳

定波找到最不稳定波，记该方法为全局搜索法（global
search, GS）。以下讨论如无特殊说明，选取 L* = 1 m
对长度无量纲化，选取 对频率 无量纲化，选取

对 无量纲化，下标“ ”表示自由

来流物理量。 

3.1   平板算例

Ma∞

平板算例的自由流条件如表 3所示，从表中可以

看到，算例选取考虑了马赫数、飞行高度以及壁面温

度的变化。特别地，Case 1为内插算例，Case 2和
Case 3对于 来说是外推算例。表中 Tw = 299 K
和 3 627 K对应绝热壁面温度。

 
 

表 3    平板算例的自由流条件

Table 3    Freestream conditions of flat plate cases

Test Case H/ km Ma∞ Tw/K m

Case 1 30 5 800 0

Case 2 20 1.5 299 0

Case 3 40 9 3 627 0

 

ω、 β、 αr、 σmax

ω、β、αr、σmax

ω β αr

σmax

ω、β、αr

σmax

基于 NN-LSA能够成功求解最不稳定波有两个

关键点：（1）神经网络模型对 的预

测精度足够，这才能使得 LSA部分中迭代顺利收敛

到目标特征值；（2）在 LSA部分中，以神经网络模型

提供的 为初值，能够通过迭代法找到

最不稳定波。图 7展示了对第一模态（1st mode）和第

二模态  （ 2nd  mode）的最不稳定波参数 、 、 和

的神经网络预测结果和 LST计算结果的对比。

对于 Case 1（图 7（a）），NN对 的预测结果和

LST吻合得很好，相比之下，对 的预测结果与

LST存在一定误差。图 7（ b、 c）分别展示了 NN和

LST对外推算例 （Case 2、Case 3）的结果对比，相比于

内插算例 Case  1， NN对 4个参数的预测结果与

LST的吻合度略差，这是因为神经网络可看作一个非

线性的对内插值工具，通常情况下，神经网络对内插

算例的预测效果要优于外推算例。

ω、β、αr、σmax

ω、β、αr、σmax

ω、β、αr、σmax

σmax

经过测试，在 LSA部分中，3个测试算例均能够

以神经网络模型预测的 为初值，并通

过迭代法找到最不稳定波，表明本文提出的 NN-
LSA在内插和外推测试中均具有良好的适用性。限

于篇幅，仅以 NN对 的预测精度相对

较差的 Case 2为例进行展示说明。图 8展示了 NN-
LSA对 的预测结果和 LST的对比，

从图中可看出，两种方法的预测结果几乎完全吻合。

由此可见，即使 预测值和真实值之间存在较大差

距，但仍能以 NN的预测值为初值，通过迭代法成功

找到最不稳定波。这是因为增长率相对于频率和波

数来说是小量，尽管增长率的预测值与 LST存在一

定差异，但在求解线性稳定性问题的过程中，决定能

否迭代收敛到目标特征值的主要因素是对频率和波

数的估计结果，在对频率和波数都预测准确的前提

下，增长率预测的准确性对收敛结果的影响很小。

NN-LSA的优势正是根据 NN直接给出了失稳扰动波

频率和波数的较好估计，从而代替了传统方法中依赖

经验的做法。

ω、β、αr、σmax

ω β αr σmax

除了关注神经网络预测 的准确

性，本文更加关心基于 NN-LSA求解最不稳定波的效

率。针对每一个测试算例，采用系统抽样的方法抽取

40个不同站位的基本流剖面，分别计算采用 NN-
LSA和 GS方法求解相应的最不稳定波特征值所需

时间的平均值。基于 GS方法求解最不稳定波的计算

量大，因此，采用 64核 CPU并行来测试计算时间。

经过测试，基于 NN-LSA求解最不稳定波的时间较

短，故采用单核 CPU测试计算时间。需要注意的是，

基于 NN-LSA求解最不稳定波，分为两个步骤：（1）由
神经网络模型给出最不稳定波参数 、 、 和 的

预测值；（2）以预测值为初值，通过迭代法获取最不

稳定波。测试表明，完成步骤（1）的时间相比完成步

骤（ 2）的时间是小量，这说明在 NN-LSA中，一旦

NN训练完毕，对参数的预测时间几乎可以忽略不计。

表 4展示了两种方法对 3个测试算例的测试时

间。从表中可以看出，基于 GS方法计算最不稳定波

特征值的时间大于 NN-LSA，需要说明的是，表中

GS方法的时间是在 64核 CPU并行的条件下统计的

计算时间，若换成单核运算，则 GS方法的计算时间

会比 NN-LSA大得多，这是由于在 GS方法中，需要

在大量的频率-展向波数的参数组合中一一尝试求解

特征值问题来搜索不稳定扰动波，且在每个参数组合

中都需基于迭代法通过多次改变特征值初值来求解

线性稳定性方程，这会花费大量的计算时间。而 NN-
LSA可以依靠神经网络直接给出最不稳定波或其附

近的频率 -展向波数的参数组合，这极大地减少了

GS方法中对应步骤所需消耗的时间，从而使得 NN-
LSA的计算效率大大提高。然而，对于计算经验丰富

的工程师可以直接依靠个人经验划定较小的频率-展
向波数参数组合范围来减少 GS方法的搜索时间，但

这无疑增加了计算过程中的人为因素和经验性。相

比之下，NN-LSA使用 NN代替了人为因素来确定扰

动波参数组合，且效率更高。

第 2 期 张二帅等： 基于神经网络的线性稳定性分析方法 67



此外，从表 4中还可以看出，在 NN-LSA计算过

程中，Case 1所需时间比 Case 3少，这是因为 Case
1中神经网络给出的初值与真实值差别更小，因此，

通过迭代方法获得最不稳定波所需时间也更少；Case
2所需时间比 Case 3少，这是因为 Case 2只包含第一

模态，而 Case 3包含第一模态和第二模态。

压力梯度对于二维平板边界层的流动稳定性有

着重要的影响 [46]。接下来将利用沿流向存在压力梯

Ma∞ = 4.5

ue = 0.01x+1

ω、β、αr、σmax

ω、β、αr

σmax

度的边界层流动的线性稳定性分析对 NN-LSA作进

一步测试。自由来流条件为 H = 30 km， ，

壁面绝热。假定势流速度 ，此时，边界层

中沿流向存在顺压梯度。图 9展示了存在压力梯度

时，NN对 的预测值和 LST结果的对

比。从图中可看出，NN对 的预测值与 LST
结果吻合得很好，而 的预测值和 LST存在一定

误差，该规律与无压力梯度情况下一致。为更好地说
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图 7    NN 和 LST 对平板算例 ω、β、αr、σmax 预测结果的对比

Fig. 7    Comparison of ω, β, αr and σmax predicted by NN-LSA and LST for flat plate
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σmax

明将 NN的预测值作为初值，通过迭代法能够获得相

应最不稳定波，比较了 NN-LSA和 LST对 的预

测结果，如图 10所示。从图中可以看到 NN-LSA和

LST结果完全吻合，其原因在上文已经讨论，此处不

再赘述。另外，经过测试，基于 GS方法和 NN-LSA求

解最不稳定波的时间分别为 31.646 s和 0.677 s。以上

结果表明 NN-LSA可用于求解存在压力梯度的边界

层中的最不稳定波，具有一定的泛化性，且求解效率

比 GS方法高。 

3.2   尖锥算例

为进一步验证 NN-LSA方法的泛化能力，本节选

取 7°半角尖锥模型的最不稳定波数据对 NN-LSA进

行测试。尖锥模型头部半径为 0.05 mm，长度为 0.8 m，

计算工况参考文献 [47]，具体参数设置见表 5。
计算基本流时，零攻角的超声速流体流过尖锥模

型的边界层问题属于二维轴对称问题，因此，可以只

求解一个子午面的流动情况，并假设尖锥不旋转，则

周向速度为零。对于计算网格，流向和法向均采用渐

变网格，网格数分别为 701、351，在头部和壁面处较

密，网格量约为 24万，如图 11所示。为清楚展示，已

对网格做稀疏处理。在所考虑的工况下，尖锥边界层
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图 8    NN-LSA 和 LST 对 Case 2 的 ω、β、αr、σmax 预测结果对比

Fig. 8    Comparison of ω, β, αr and σmax for Case 2 predicted by NN-LSA and LST

 

表 4    使用 GS 和 NN-LSA 方法计算 40 个站位的

最不稳定波所需时间的平均值

Table 4    The average time required by GS and NN-LSA for
calculating the most unstable waves at 40 stations

Test Case
t/s

GS NN-LSA

Case 1 32.451 0.684

Case 2 48.979 0.994

Case 3 42.278 2.124
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中同样存在第一模态和第二模态不稳定波。

ω β αr σmax

ω、β、αr

σmax

图 12展示了对于尖锥算例的最不稳定波参数

、 、 和 ，NN的预测结果和 LST计算结果对

比。从图中可以看出，NN对 的预测效果也

较好，对 的预测效果较差。这是因为在远离头部

的位置，如果以边界层名义厚度作为参考长度，尖锥

沿母线方向的曲率为零，展向曲率为小量，这时从线

性稳定性方程来看，曲率项对扰动波的频率、展向波

数以及流向波数的影响较小，使得基于无曲率的平板

边界层的稳定性数据训练的神经网络模型能够以较

 

x

ω

0 0.2

0.2

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

x

0 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

x

0 0.2

0.2

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

x

0 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

1st mode, LST

1st mode, NN

2nd mode, LST

2nd mode, NN

β

−50

0

50

100

150

200

250

300

350
1st mode, LST

1st mode, NN

2nd mode, LST

2nd mode, NN

α r

1st mode, LST

1st mode, NN

2nd mode, LST

2nd mode, NN

σ m
ax

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
1st mode, LST

1st mode, NN

2nd mode, LST

2nd mode, NN

(a) ω (b) β

(c) αr (d) σmax

图 9    存在压力梯度时，NN 和 LST 对 ω、β、αr、σmax 预测结果的对比

Fig. 9    Comparison of ω, β, αr and σmax predicted by NN and LST when exsiting pressure gradient
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Fig. 10    Comparison of σmax predicted by NN-LSA and LST
when existing pressure gradient

 

表 5    尖锥计算工况

Table 5    Computation parameters of sharp cone

Ma∞ Ttotal/ K Re/(106m–1) AoA/(°) Tw/K

4.93 442 9.1 0 303

Ttotal注： 表示总温，Re表示单位雷诺数，AoA表示攻角。
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高的精度预测零攻角尖锥边界层中最不稳定波的频

率和波数。扰动增长率对于频率和波数来说是小量，

曲率项会对增长率产生较大的影响，此时神经网络模

型对扰动增长率的预测精度较差，需要进一步通过迭

代法进行修正。

β、 σmax

ω、β、αr

σmax

图 13比较了 NN-LSA和 LST对 的预测

结果，可以看出，两者的结果几乎完全吻合，这表明

NN对频率以及波数的预测精度是满足 LSA迭代收

敛要求的。因此，在 NN对 预测较准确，而

对 的预测效果较差的情况下，LSA仍能基于

NN提供的初值将迭代收敛到目标特征值。因此，基

于平板边界层稳定性数据训练的神经网络，仍然能够

以较高的精度预测尖锥边界层的最不稳定波参数。

更重要的是，在 LSA部分中，能够通过迭代法对神经

网络预测的初值参数对进行修正，进而获得最不稳定
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Fig. 11    Computational mesh of sharp cone
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图 12    NN 和 LST 对尖锥算例 ω、β、αr、σmax 预测结果的对比

Fig. 12    Comparisons of ω, β, αr and σmax predicted by NN-LSA and LST for sharp cone
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波真值。虽然数据集中只包含了平板边界层稳定性

数据，但训练得到的 NN模型仍能用于零攻角尖锥边

界层的稳定性分析。此外，在计算效率方面，对比了

GS方法和 NN-LSA方法在获得 40个不同站位的最

不稳定波所需时间的平均值，结果表明：GS方法所需

时间为 33.692 s，NN-LSA所需时间为 1.656 s，说明

NN-LSA的计算效率更高，更具工程实用性。
 

4    结　论

本文基于平板边界层稳定性数据，提出了基于神

经网络的线性稳定性分析方法（NN-LSA），用于求解

线性稳定性问题，得到主要结论如下:

1）  NN-LSA方法中，神经网络部分采用 CNN建

立模型，对频率和波数的预测值与真实值吻合较好，

能满足 LSA部分迭代求解线性稳定性问题收敛的精

度要求。且 LSA部分对神经网络预测精度的要求不

高，减小了模型训练对样本数量的依赖。

2） 计算效率方面，NN-LSA方法通过神经网络直

接给出了最不稳定波频率和波数的较好估计，避免

了 GS方法通过“撒网”来搜索求解的耗时做法，使

得 NN-LSA方法求解边界层最不稳定波参数的效率

要远高于 GS方法。并通过平板算例和尖锥算例进行

了验证，NN-LSA方法花费的时间比 GS方法约低

20～50倍。

综上所述，NN-LSA方法不仅能够自动分析边界

层流动的线性稳定性，还在计算效率方面表现出显著

优势，具有较高的工程应用潜力。该方法通过结合神

经网络的高效预测能力和传统 LSA方法的精确迭代

求解能力，为边界层稳定性分析提供了一种新的高效

解决方案。
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